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Resume: On demontre un theoreme de maj oration pour la dimension de 
certains systemes lineaires. Ce theoreme ameliore la methode d'Horace diffe- 
rentielle introduite par Alexander-Hirschowitz, et avait ete conjecture par 
Simpson. Les applications envisagees sont le calcul de dimension de systemes 
lineaires d'hypersurfaces de P n a singularites generiques imposees et le cal- 
cul de collisions de gros points dans IP 2 . Ces applications seront traitees 
£ — , ' independamment de ce papier, mais un exemple simple traite dans l'intro- 

ON ■ duction laisse deviner comment le theoreme sera utilise. 
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§ ■ 1 Introduction par un exemple 

bJO : 

Considerons le systeme lineaire Ct des courbes projectives planes de degre d 
passant par trois points fixes pi,P2,P3 et par un point Pi(t) avec multiplicites 
respectives mi, 1712,1713 et 771,4. Supposons que pi,p%,P3 soient alignes sur une 
droite, et que p±(t) soit generique dans le plan. Le systeme est de dimension 
projective au moins d ^ d ^ — ^ wt,(m»+i) _ j^. j a dimension est exactement 



2 ^2 

d(d+3) _ m,i(m,i+l) 



~2 — ~~ ^ 2 — S ^ ^ es conditions imposees par les points multiples sont 
independantes. 

Choisissons dans notre exemple les conditions numeriques mi = ni2 = = 
1, m4 = 3 et d = 5. On veut montrer que le systeme Ct est de dimension 
onze, et il suffit de voir qu'il est de dimension au plus onze. On specialise le 
point generique p^it) en un point ^4(0) de la droite D joignant pi,p2 et ^3, 
ce qui definit un systeme lineaire Co- Par semi-continuite, dimCt < dimCo- 
Les diviseurs de Co sont des courbes de degre cinq qui coupent la droite 
D le long d'un schema ponctuel de degre six, done ils contiennent D. En 
soustrayant D a chaque diviseur de Co, on voit que la dimension de Co 
est la meme que celle du systeme lineaire des courbes de degre quatre pas- 
sant par ^4(0) avec multiplicite deux, e'est a dire onze. On avait done bien 
dimCt = 11. 

II existe de nombreuses situations dans lesquelles on essaie d'appliquer la 
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strategie precedente: on specialise des points generiques sur des diviseurs de 
sorte que le probleme se simplifie en position speciale et on conclut par un ar- 
gument de semi-continuite. Bien sur les conditions numeriques de l'exemple 
ont ete choisies pour que la strategie s'applique sans difficulte. En revanche, 
il existe en general des difficultes numeriques, comme l'illustre le cas suivant. 

Choisissons dans notre exemple introductif mi = = rn^ = 2, 771,4 = 3, 
et d = 6. On veut montrer que le systeme C t est de dimension douze. 
Specialisons le point 714 (i) en un point 714(0) de la droite D joignant p\,p2 et 
7J3. Comme precedemment, D est une composante du systeme lineaire Co 
dans cette position speciale, done £0 a 1 & meme dimension que le systeme 
des courbes de degre cinq passant par pi,P2,P3,P<i(0) avec multiplicite un, 
un, un et deux, e'est a dire au moins quatorze. On ne peut pas conclure. 
En fait, la dimension du systeme lineaire en position speciale a saute car on 
a mis "trop de conditions sur la droite" : il suffit qu'un diviseur A de degre 
six coupe la droite D le long d'un schema de degre sept pour que D soit 
inclus dans A, or un diviseur de Cq coupe la droite le long d'un schema de 
degre neuf. 

La methode d'Horace [AH1,AH2,H] propose un ensemble de techniques pour 
gerer les problemes numeriques qui apparaissent lorsqu'on traite des exem- 
ples precis. On se propose dans ce papier d'enrichir la methode d'Horace 
d'un nouveau theoreme (Theoreme |i~3| ). 

Alors que Penonce general necessite quelques notations, on peut illustrer 
facilement le theoreme sur l'exemple precedent. 

Quand Pi{t) n'est pas sur D, un diviseur A du systeme lineaire Ct coupe 
D deux fois en pi, deux fois en P2 et deux fois en p%. II manque encore 
une condition sur la droite pour que D soit composante fixe de Ct- Raison- 
nons malgre tout comme si D etait composante fixe. Alors, un diviseur 
de Ct(—D) serait une courbe de degre cinq qui couperait D en pi,P2,P3- 
II manquerait cette fois-ci trois conditions pour que D soit composante du 
systeme Ct(—D), e'est a dire pour que 2D soit dans le lieu fixe de C. 

On va "prendre les conditions dont on a besoin sur le point 714" , qui est un 
point multiple d'ordre trois, lorsque celui-ci approche de D. On preleve les 
conditions par l'operation combinatoire suivante. Passer par un point de 
multiplicite trois equivaut a contenir un gros point de taille trois de iP 2 . 
Un gros point de taille trois est un schema monomial i.e. defini par des 
equations monomiales dans un bon systeme de coordonnees. On associe des 
objets combinatoires aux schemas monomiaux: des escaliers. Dans le cas du 
gros point de taille trois, l'escalier associe est dessine dans la figure ci-apres. 
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Escalier du Suppression Escalier 

gros point. des lignes de Z 



On a vu que Ton avait besoin successivement d'une puis de trois conditions 
sur la droite D. On effectue alors la procedure suivante. On supprime dans 
Pescalier les lignes de longueur un et trois, puis on "pousse" les cubes restant 
vers le bas. On obtient ainsi un nouvel escalier, associe a un sous-schema 
monomial Z de P 2 . Notons C le systeme lineaire forme des diviseurs A de 
degre six contenant deux fois D et pour lesquels A — 2D est une courbe de 
degre quatre contenant Z (contenir Z s'interprete geometriquement par le 
fait que A — 2D a un ordre de contact d'ordre deux avec D en ^4(0)). Le 



theoreme 13 etablit l'inegalite dimCt < dimC. Puisque C est de dimension 



douze, on a bien dimCt = 12. 

Plus generalement, notre theoreme s'interesse a la dimension de certains 
systemes lineaires Ct- On associe a Ct un systeme C au moyen d'operations 
combinatoires et on etablit l'inegalite dimCt < dimC. 

En fait, notre theoreme ne s'appliquera pas uniquement a P 2 et a la speciali- 
sation de gros points sur des droites, comme cela a ete le cas dans Pexemple. 
II s'appliquera a toute variete projective irreductible X sur un corps al- 
gebriquement clos de caracteristique quelconque, et a la specialisation de 
schemas monomiaux en un point p d'un diviseur de Weil irreductible D de 
X en lequel D et X sont lisses. 

La demonstration consiste essentiellement a controler le systeme lineaire 
limite (theoreme [14]) lorsqu'on specialise le schema monomial , ce qui est 
obtenu par une etude differentielle. 

Notre enonce est tres similaire a la methode d'Horace differentielle introduite 
dans [AH1]. D'un cote, le theoreme presente ici est plus general puisque 
la methode d'Alexander et Hirschowitz ne permet d'utiliser qu'une seule 



tranche d'un schema monomial (i.e. avec les notations du theoreme 13, ils 
se limitent au cas r = 1). Mais d'un autre cote, Alexander et Hirschowitz 
s'autorisent a bouger simultanement plusieurs schemas monomiaux, alors 
que la methode presentee ici ne permet de specialiser qu'un unique schema 
monomial. Avec quelques adaptations dans les demonstrations, il aurait ete 
possible de donner un enonce qui englobe l'enonce d'Alexander-Hirschowitz 
et le notre. Mais un tel enonce serait beaucoup plus technique et ne don- 
nerait pas lieu a de nouvelles appplications. Sous la forme presentee dans ce 
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travail, le theoreme etait pressenti non seulement par Alexander et Hirscho- 
witz, mais aussi par Simpson qui avait fait une conjecture en ce sens des 
1995. 

Signalons aussi que Joe Harris a donne une conference a Alghero en Juin 
dernier (1997) dans laquelle il a annonce avoir obtenu avec Lucia Caporaso 
des resultats similaires a ceux de cet article quand X est de dimension deux, 
et quand la caracteristique du corps de base est nulle ou assez grande. 

On trouvera des applications du theoreme dans [E] ou on montre qu'il 
n'existe pas de courbe plane de degre cent soixante quatorze contenant dix 
points singuliers d'ordre cinquante cinq (ce qui, en un sens a preciser, con- 
stitue le premier cas "critique" pour lequel la postulation de points singuliers 
ordinaires n'est pas connue). 

Le plan de Particle est le suivant. Dans la section ||, on explique le lien 
entre les schemas monomiaux et les escaliers. La section || est une section 
technique d'algebre commutative utile pour la demonstration du theoreme. 
Le theoreme est enonce et demontre dans la section ^. 

2 Schemas monomiaux 

2.1 Definition des schemas monomiaux 

On appelle escalier une partie E de N n dont le complement aire C verifie 
C + N n C C . Dans la suite, nous ne manipulerons que des escaliers finis. On 
dira par abus de langage qu'un monome m = x°^x^ . . . de k[[x\ , . . . , x n ]] 
est dans E si (a\, d2, • • • , a n ) est dans E. L'escalier E definit un ideal I E de 
k[[x\, . . . , x n ]] qui est Pideal engendre par les monomes hors de E. 

Soit p un point lisse d'une variete X de dimension n. Le complete O p 
de l'anneau local de X en p est isomorphe a l'anneau de series formelles 
fe[[si,...,a; B ]]. Le choix d'un isomorphisme induit un systeme de coor- 
donnees locales en p, note cp : Spec k[[xi, . . . , x n ]] — > X. Moyennant ce 
choix, tout sous-schema ponctuel de X supporte par p peut etre vu comme 
un sous-schema de Spec k[[x\, . . . , x n ]]. 

Definition 1. Un sous-schema ponctuel Z de X supporte par p est dit 
monomial d 'escalier E si on peut choisir un isomorphisme entre O p et 
k[[x\, . . . , x n ]\ tel que I'ideal definissant Z dans Spec k[[x\, . . . , x n ]] soit I E . 
On notera X V (E) le schema monomial defini par ip et E. 

Exemple 2. Les gros points de taille m de X sont les schemas monomiaux 
d'escalier E m , avec E m = {(«i, 02, . . . , a n ), a± + 02 + • • • + a n < m}. 
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2.2 Decoupage d'un escalier en tranches. Suppression de 
tranches 

Definition 3. Un escalier E de N™ definit une famille d'escaliers T(E, k) 
de N n indexee par N - {0}: 

T(E, k) := {(0, a 2 , a 3 , ... ,a n ) pour lesquels (k - l,a 2 ,a 3 , . . . ,a n ) £ E} 
L'escalier T(E, k) est appele k eme tranche de E. 

Un escalier fini peut etre caracterise par une application hauteur Ke de N n_1 
dans N qui verifie /i_e(o + b) < /i^(a) pour tout couple (a, b) de (N n_1 ) 2 : 
l'escalier defini par Ke est l'ensemble des n-uplets (cti, . . . , a„) verifiant ai < 
/i s (a 2 ,...,a n ). 

Pour un escalier E defini par une fonction Ke et un entier rij > 0, on appelle 
escalier residuel apres suppression de la tranche rn l'escalier S(E,rii) defini 
par la fonction hauteur hs(E,rii) : 

hs(E,m)( a 2, ■ ■ ■ ,a n ) = h E (a,2,. ■■ ,a n ) si n» > h E (a 2 , ■■■ ,a n ) 

= hE((i2, ■ ■ ■ , a n ) - 1 si Hi < IiE(a2, ■■■ ,a n ) 




Escalier Escalier apres suppression 

de la deuxieme tranche 

Si (ni, n 2 , . . . , n r ) est un r-uplet d'entiers verifiant n\ > n 2 • • • > n r > 0, on 
definit l'escalier S(E,n\, . . . ,n r ) obtenu a partir de E par suppression des 
tranches rij recursivement: S(E, n\, . . . , n r ) := S(S(E, n\ . . . , n r _i), n r ). 

3 Ideaux et transporteurs 

Dans la section precedente, nous avons defini un ideal I E dans . . . , x n ]], 
qui correspond geometriquement a un schema ponctuel. Considerons le mor- 
phisme de translation T: 

T : k[[xi, . . . , x n ]\ -»• k[[ Xl ,...,x n }}®k[[t}} 
X\ I ^ X\ (g) 1 — 1 (g> t 
Xi i— ► Xi ® 1 si i > 1 
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L 'ideal 

J{E) :=T{I E )k[[x 1 ,...,x n ]]®k[[t]] 

definit une famille plate de sous-schemas de Spec k[[xi, . . . , x n ]] parametree 
par Spec k[[t]] qui correspond geometriquement a une translation du schema 
ponctuel dans la direction x\. 

Au cours de la demonstration du theoreme, nous serons grosso modo amenes 
aeffectuer les calculs suivants: partant de J\ := J(E), determiner J2 := (Ji : 
xi), J3 := (J2 : x\) . . . On aimerait en outre que tous les Jj soient de la 
forme J{Fi) pour un escalier Fi de sorte que les ideaux soient faciles a decrire 
et a manipuler via leur escalier. Ce n'est malheureusement pas le cas. II 
est neanmoins possible de donner une notion d'ideal associe a un escalier de 
sorte que tous les ideaux soient controles par le fait que ce sont des ideaux 
associes a un escalier. C'est l'objet de la definition suivante. 

Pour des raisons techniques, nous ne travaillerons pas dans . . . , x n ]} <8> 

k[[t]], mais dans k[[x\, . . . ,x n ]]/xn s MM] A 9 pour differents s et differents 
q (ou m designe l'ideal maximal de k[[x\, . . . , x n ]] et s et q sont des entiers). 
Le probleme reste neanmoins le meme, a savoir controler des calculs de 
transporteurs a l'aide d'escaliers. 

On notera 

• r™ : k[t]/t" «) k[[x u . . .,x n ]]/m s k[t]/#> k[[x u . . . ,x n ]]/m u la pro- 
jection naturelle, ou p, q, s, u sont quatre entiers verifiantO < p < q et 

< u < s 

• J(E, q, s) la projection de J{E) dans k[t]/t q k[[x\, . . . , x n ]]/m s 

• I E l'ideal de k[t]/t q <g> k[[x\, . . . ,x n ]]/ra s engendre par les monomes 
hors de E. 

Definition 4. Soient q > 1 et s > 1 deux entiers, et E un escalier de N n . 
Un ideal J de k[t}/t q <^k[[xi, . . . , x n ]]/m s est dit ideal d'escalier E s'il verifie: 

• J = I E si q = 1 

• si q > 1 

_ j c jT(E, q ) 

— pour tout couple (p,u) avec < p < q, et < u < s, r s ^{J : x\) 
est un ideal d'escalier S(E,q) dans k[t]/t p <g> k[[xi, . . . ,x n ]]/m u . 

Dans cette definition, les deux premieres proprietes sont les proprietes vou- 
lues pour un ideal d'escalier E tandis que la troisieme nous assure que la 
notion est stable par calcul de transporteurs. 

L'ideal d'escalier E que nous interesse est le suivant: 
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Proposition 5. L'ideal J(E,q,s) de k[[xi, . . . ,x n ]]/m s (£> k[t]/t q est un 
ideal d'escalier E. 

Le reste de la section est consacre a la demonstration de cette proposi- 
tion. Commencons par le faire dans le cas n = 1. Notons Eh l'escalier de 
N contenant les elements inferieurs strictement a h. Puisque tout escalier 
de N est de la forme Eh pour un certain h, la proposition pour n = 1 
dit que l'ideal ((x% — t) h ) de fc[[xi]]/xf <g> k[t]/t q est un ideal d'escalier Eh- 
Pour verifier ce fait, la definition ^ nous invite a effectuer des calculs de 
transporteurs et des restrictions. Lors des calculs, les ideaux successifs ap- 
paraissant se ressemblent au sens ou ils admettent tous des systemes de 
generateurs similaires. Nous introduisons dans la prochaine definition la no- 
tion d'ideaux dechargeables de hauteur H, qui sont des ideaux admettant 
un "bon" systeme de generateurs (et bien evidemment, tous les ideaux ap- 
paraissant dans les calculs sont des ideaux dechargeables). Et la propriete 
fondamentale est que tout ideal dechargeable de hauteur H est un ideal 
d'escalier Eh- 

La raison pour laquelle nous avons introduit la notion d'ideal d'escalier 
E alors que finalement nous travaillons dans une classe d'ideaux plus pe- 
tite, a savoir la classe des ideaux dechargeables est la suivante: lors de la 
demonstration du theoreme, les proprietes qui nous interesseront vraiment 
pour un ideal sont celles qui en font un ideal d'escalier E. On a done mis en 
evidence ces proprietes dans une definition. Neanmoins, pour montrer que 
J(E, q, s) est un ideal d'escalier E, les calculs sont plus commodes dans une 
classe d'ideaux plus petite (les dechargeables) dans laquelle les ideaux sont 
controles par un systeme de generateurs. 

En tant que /c-espace vectoriel, fc[[xi]]/xf (8) k[t]/t q s'identifie au sous-espace 

vectoriel de forme par les polynomes de degre en x\ plus petit que s 

et de degre en t plus petit que q. On dit qu'un element xf divise un element 

Q de fc[[xi]]/xf (g> k[t]/t q , et on ecrira e = ^ si, moyennant 1' identification 

x i 

precedente, Q est une combinaison lineaire Yl Kx\ l t bi de monomes ou chaque 
a, est plus grand que /?, et e = Ajx"'"^^ 4 

Definition 6. Un ideal I de k[[xi]]/xf ®k\t]/t q est dit dechargeable de hau- 
teur H s'il est engendre par des elements (ei, . . . , e r ) avec 

• e\ = ^ Xl ~ t " > pour des entiers h et Pi verifiant H = h — (3\, et (Pi = 

x i 

si q> H) 

• pour i > 2, ei = 1 l ^ x l — avec: ct{, > 1 et, Vp < q, x q ~ p+1 divise 

r qp( e i)- 



7 



Proposition 7. Soit I = (ei,...,e r ) un ideal dechargeable de hauteur H 
de k[[xi]]/xl ® k[t]/t1. Siq<H, alors (I : x x ) = (x^, f> If > • • • > Si 
q > H, alors (I : x x ) = {x{~\e u ^a, a,*,...,*). 

-Demonstration; 

-Le cas q < H: e±, vu comme polynome en xi, admet comme terme con- 
stant un multiple de f . Done ce terme est nul et e± est bien divisible par 
x\. Les elements e2, . . . , e r sont divisibles par xi par definition des ideaux 
dechargeables. L'ideal fx?" 1 , . . . , ^) est done bien defini. L'inclusion 

° V J- ' XI ' XI ' > XI' 

(I : x\) D f 1 , f^' • • • ' ft) etant evidente, il nous reste a voir qu'un 

element m de(I : x\) est dans (xl~\ . . . , |^). L'element xim, qui est 

dans /, s'ecrit ^i e i °u l es ^« son t des elements de &[[xi]]/xf (g>fc[i]/i 9 . D'ou 
la relation 

xi(m - \i — ) = 

Le noyau de la multiplication par x\ etant l'ideal m est bien dans 

l'ideal (xr 1 ,^,^,^,...,^) 

V 1 ' Xy > X\ ' X\ ' ' Xi / 

-Le cas q > H: commme precedemment, la seule chose non immediate est 
qu'un element m de (I : x±) est dans l'ideal {x\~ l ,e\, tQ Xl ei , f| , f 3 -, • • • , f^)- 
Toujours comme precedemment, on a l'egalite 

xi-m = y^Xjej. (1) 

En utilisant l'identification expliquee plus haut, Ai peut etre vu comme un 
element de fc[xi,t] et on peut ecrire la division 

Ai = x\.Q + R 

ou R est un element de k[t\. Cette expression et l'expression (||) fournissent 
l'egalite: 

xi(m — > Aj— — Qe\) = Re\. 

' X\ 

i>2 1 

Done x\ divise Re%, ce qui n'est possible que si R est un multiple de t q ~ h : 
R = fit q ~ h . Finalement, l'egalite 

xi(m — \i— — Qe\ — [i -) = 

z — ' Xl x-i 

i>2 1 1 

et le fait que le noyau de la multiplication par x\ est l'ideal (xf -1 ), nous 
assurent que m est dans l'ideal fx? -1 , ei, — — — , a , — )• 

^ V 1 ' x > Xl ' XI ' XI ' 'XI' 
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Corollaire 8. Si I est un ideal dechargeable de hauteur H de k[[xi]]/xi (8> 
k[t]/t q et si q < H, alors pour tout couple (p,u) verifiant p < q et u < s, 
r s q p{I : x\) est un ideal dechargeable de hauteur H — 1 de k[[xi]]/xf®k[t]/t p . 
Si I est dechargeable de hauteur H et si q > H, r™{I : x\) est un ideal 
dechargeable de hauteur H de k[[xi]]/xf <g) k[t]/t p . 

Demonstration: si q < H , r™(I : X\) admet (e^, . . . ,e' r ) comme generateurs 
avec e\ = r qp(^)- L 'element e'i verifie trivialement la premiere condition 
demandee aux generateurs d'un ideal dechargeable de hauteur H — 1. Pour 
la deuxieme condition, il faut voir que pour tout p' < p et i > 2, x p ^ p +1 
divise r™, o r^(jj-) = ^/(f^)- H suffit pour cela de voir que x\~ v +2 divise 
r qp'( e i)- Or, P ar hypothese, I = (ei, . . . , e r ) est un ideal dechargeable done 
x\~ p ' +l divise r%,(e x ), et q - p' + 1 > p - p' + 2. 

Dans le cas q > H, (I : xi) est de la forme (e[, . . . , e' r+1 ) avec e[ = r s q p{e\), 

4 = r™{ei/xi) pour 2 < i < r et e^ +1 = r~(^^=^). Toutes les 
verifications, sauf une, sont les memes qu'au cas precedent: il nous faut 
en outre montrer que pour tout p' < p, x p ~ p +1 divise r^,(e' r+1 ). Ceci est 
vrai car le coefficient en x\ de r^,{e' r+l ) est un multiple de t q ~ l ~ k : si k est 
inferieur ou egal a p — p' , il est strictement plus petit que q — p', l'exposant 
q — 1 — k de t est strictement plus grand que p' — 1 done t q ~ l ~ k est nul dans 
fc[[a!i]]/z5f <8> fc[t]/$P\ 



Corollaire 9. Si I = (ei,...,e r ) esi ide'a/ de fc[[£i]]/xf ® fcft]/^ dechar- 
geable de hauteur H , alors I est un ideal d'escalier Eh- 

Demonstration: par recurrence sur g. Pour q = 1, tous les termes e^ avec 
i > 2 d'un ideal dechargeable / = (ei, . . . ,e r ) sont nuls car ils sont de la 

forme — ^ m ' avec ai > 1. Done 1 = (eij et e\ = - — = —k- = x{ . 
On a bien / = I Eh . 

Pour q > 1, il faut voir que / est inclus dans I T< y EH ^ et que, pour p < q et 
u < s, r s Q p{I : x{) est un ideal d'escalier S(En,q)- 

Si g est plus grand que H, I T ( EH ' q ) est l'ideal unite done la premiere con- 
dition est trivialement verifiee. Dans ce cas, S(EH,q) = Eh- D'apres la 
proposition ||, r^{I : x\) est un ideal dechargeable de hauteur H, done e'est 
un ideal d'escalier Eh par hypothese de recurrence. 

Si q est inferieur ou egal a H, la premiere condition dit que / est inclus 
dans l'ideal (xi). Verifions que e'est le cas pour chacun des generateurs de 
/. C'est vrai pour les elements e2, • • • , e r par definition des generateurs d'un 
ideal dechargeable. C'est egalement vrai pour e\ = car son terme 

constant est un multiple de t , done est nul. 
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Pour la deuxieme condition, il faut voir que r™(I : x\) est un ideal d'escalier 
S(Eji,q) = Eh-i- Or, d'apres la proposition ||, r^(I : x\) est un ideal 
dechargeable de hauteur H — 1. C'est done aussi un ideal d'escalier Eh_\ 
par Phypothese de recurrence. 



Corollaire 10. Soit Eh C N un escalier. L 'ideal J(Eh, s, q) de k[[xi]]/xf <g> 
k[t]/t q est un ideal d'escalier Eh- 

Demonstration: J(Eh,s,q) = ((xi — t) h ) est trivialement un ideal dechar- 
geable de hauteur h. C'est done un ideal d'escalier Eh d'apres le corollaire 
precedent. 



Soit E un escalier de N n . On va maintenant montrer pour n quelconque 
que J(E, s, q) est un ideal d'escalier E de k[[xi, . . . , x n ]]/m s <g> k[t]/t q en se 
ramenant au cas n = 1. Identifions pour cela ensemblistement l'anneau 
k[[xi, ... , x n ]]/m s <g) k[t]/t q au produit 

H kWxxw/xi-^--^ ® k[tyt q 

(a2,...,a„) t.q. s-a 2 a„>l 

oh l'identification envoie un terme m de la composante d'indice (02, . . . , a n ) 
sur le produit mxJ^Xg 3 . . . x% n - 

Lemme 11. Soient E un escalier fini de N n defini par une fonction hauteur 
Iie et J a2 ,...,an I'idecd de /c[[xi]]/xj~ a2 ° n (8> k[t]/t q engendre par [x\ — 
j^h E {a2,-,a„) _ L'idial J{E,s,q) coincide avec le produit \\ a2 an Ia 2 ,...,a n 

Demonstration: puisque chaque I a2 ,...,a n es t inclus dans J(E,s,q), on a 
Pinclusion 

]J / «2,..,a„ C J(E,s,q) 
ot2,—,a n 

Les elements (x\ — t) hE ^ a2 ''^ ,an ' > X2 2 .x < ^ 3 x" n engendrent J(E, s, q) et sont 

dans Y\ a2 an I(,2,...,a„ • II suffit done pour montrer l'inclusion inverse de 
verifier que le produit JT Qn I a2 ,...,a„ est un ideal de k[[xi, . . . , rc n ]]/m ,s ® 
k[t]/t g . Ce produit est clairement un k[t]/t q -module. Utilisant alors la 
linearite, il suffit de verifier que le produit d'un element eo de I a o a o et d'un 



monome m = x^.xf 2 .X3 3 Xn" est dans Yl a an Ia 2 ,...,a n - P ar definition 



de I „o , 



e = (x 1 -t) h *(°Z>">°to.x?.x'* 

ou /i est un element de fc[[xi]]/xf Cg /cftj/t 9 . On a done 

m.e = (xi -t)^( a °'-' a ") + ^.X2° +/32 .^ +/33 x#+^./i 
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Le terme meo est done aussi un multiple de 

en vertu de l'inegalite 

h E {a° 2 + fa, ajj + ft, . . . , a° + (3 n ) < h E (a° 2 , a° 3 , . . . , a° n ). 
Par suite m.eo est dans I a o + p 2< ... )Q o +/ g n . 



Lemme 12. SW £7 ttn escalier de N n donne par une fonction hauteur He- 
Soit J un ideal de k[[x±, . . . , x n ]]/m s <8> k[t]/t g tel que J = Y\ a2 an Ja 2 ,...,a„, 
oil chaque J a2 ,...,a n est un ideal de k[[xi]]/x'l~ a2 a " <8> k[t]/t q d'escalier 
Eh E (a2,—,a n ) ■ Alors J est un ideal d'escalier E. 

Demonstration: appelons ideal gradue de k[[xi, . . . , x n ]]/m s ® k[t]/t q un 
ideal K qui s'ecrit comme produit d'ideaux K = Y\K a2r ^ an . On dira que 
les -fC a2 ,...,Q!„ sont les parties graduees de K. Deux ideaux gradues L et 
K verifient L C K si et seulement si pour tout (a 2 , ■ ■ ■ ,a n ), L a2t ^ tOCn C 
K a2; ... )0ln . De plus, si K est gradue, les ideaux (K : x{) et r™(K) sont 
gradues et, plus precisement, (K : x\) = Yl(K a2t .„ >an : x\) et r s q p(K) = 
Y[ r qp(^a 2 ,...,a„)- En definitive, dans la definition ||, toutes les verifications 
a faire concernent des ideaux gradues, et les calculs de transporteur et les 
restrictions respectent la graduation. Done le fait d'etre un ideal d'escalier 
E se verifie sur chaque partie graduee. 



Demonstration de la proposition^, d'apres le lemme 11, l'ideal J(E,s,q) 
est un produit d'ideaux I a2 ... a „. Chacun de ces ideaux J Q2 ... an est un ideal 



d'escalier Ef l i ol2> ... )Qf „) d'apres le corollaire |10|. On conclut enfin avec le lemme 



12 que J(E, s, q) est un ideal d'escalier E. 



4 Le theoreme 

Le theoreme traite de systemes lineaires. Comme dans Pexemple introductif, 
les systemes considered seront des sous-systemes Ct d'un systeme lineaire C; 
les diviseurs de Ct seront des diviseurs de C qui contiennent un schema 
monomial X(t) variant avec le temps t. Au temps t = 0, le schema X(0) 
se specialise sur un diviseur de Weil irreductible D. Le trajet du schema 
monomial sera une translation relativement a un systeme de coordonnees 
locales "compatible" avec le diviseur D. Expliquons ce que cela signifie. 
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Soient X une variete projective irreductible de dimension n, D une sous- 
variete irreductible de X de dimension n— 1. Soit p un point de D en lequel X 
et D sont lisses. Choisissons une fois pour toutes un systeme de coordonnees 
locales ip : Spec k[[x±, . . . ,x n ]] — > X en p de sorte que D soit localement 
defini par x\ = 0. L'ideal J(E) introduit au debut de la section precedente 
definit une famille plate de sous-schemas de Spec k[[x±, . . . , x n ]] parametree 
par Spec k[[t]] . On peut egalement voir cette famille comme une famille plate 
de sous-schemas de X moyennnant le morphisme de coordonnees locales (p. 
On note X^(E,t) la fibre generique de cette famille plate. La fibre speciale 
de cette famille est X V (E, 0) = X lfi (E). Cette famille plate est associee a 
un morphisme Spec k[[t]] — > Hilb(X) qui correspond au trajet du schema 
monomial defini par la translation. 

Soient C un systeme lineaire de diviseurs de Cartier sur X et Y un sous- 
schema de X. On note C(—Y) le sous-systeme lineaire de C forme par les 
diviseurs qui contiennent Y. Si Y et Z sont deux sous-schemas de X, le 
produit des ideaux I(Y) et I(Z) de Y et Z definit un sous-schema de X 
note Y + Z. En particulier, C{— Y — Z) est bien defini, meme si Y est un 
diviseur de X et Z un sous-schema de dimension zero. 

Notons Zfc le sous-schema de X defini par le systeme de coordonnees locales 
tp et la tranche T(E,k): Z^ := X ip {T{E,k)). Les schemas Z\. sont inclus 
dans le diviseur D. 

Les schemas monomiaux d'escalier E s'organisent en une variete irreductible 
[H] et on peut done parler du schema generique d'escalier E, qu'on note 
X(E). 

Theoreme 13. Soient C un systeme lineaire sur X et n\, ri2, ■ ■ ■ , n r des 
entiers verifiant n\ > n<i > • • • > n r > 0. Supposons que pour tout i compris 
entre un et r, C(—(i — l)D — Z rH ) = C(—iD). Alors 

dim C{-X{E)) < dim C{-rD - X v ( S(E, m, . . . , n r ) )) 

Le theoreme est une consequence immediate du theoreme suivant: 

Theoreme 14. Soient C un systeme lineaire sur X et n\, ri2, ■ ■ ■ , n r des 
entiers verifiant n\ > ri2 > ■ ■ ■ > n r > 0. Supposons que pour tout i compris 
entre un et r , C(—(i — 1)D — Z ni ) = C(—iD). Alors on a I'inclusion 

VmC(-X v (E,t))cC(-rD-X v (S{E,n 1 ,...,n r ) )) 

Demonstration du theoreme\lJ^ puisque X^(E,t) est une specialisation de 
X(E), on a par semi-continuite 

dim £(-X(E)) < dim C(-X v (E,t)) 

La limite etant par definition une limite dans une Grassmannienne, on a: 

dim C(—X ip (E,t)) = dim lim t ^C(—X v (E,t)) 
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Enfin, la proposition [l4| implique: 

dim limt~^oC(—X,p(E, t)) < dim C(—rD — X v ( S(E, n\, . . . , n r ) )) 
Ces inegalites mises bout a bout donnent l'inegalite du theoreme. 



Demonstration du theoreme 14 



Le systeme lineaire C est de la forme P(V) pour un fibre en droites F sur 
X et un espace vectoriel V de sections de F. Notons n — 1 la dimension 
projective du systeme lineaire C(—X V (E, t)). II existe un unique morphisme 

/ : Speck[[t]} — > G(n, V) 

qui envoie le point generique sur le point (non ferme) de la grassman- 
nienne parametrant le systeme lineaire C(—X !fi (E,t)). L'image du point 
special definit un sous-espace vectoriel W de V et, par definition, P(W) = 
Um^o C(-X v (E,t)) 

Restreignons la base du fibre F a Spec Ox, P , oh Ox, P est le complete de 
l'anneau local de X en p. Au dessus de cette base, le faisceau localement 
libre F est trivial et on peut en choisir un generateur local g. Une fois g 
choisi, on peut realiser toute section de F comme une fonction de Ox, P - Le 
systeme <p de coordonnees locales en p etant donne, toute fonction de Ox, P 
s'identifie a un element de /c[[xi, . . . , x n ]]. On dispose done d'un morphisme, 
injectif car X est irreductible: 

i : V -> k[[xi, . . .,x n \] 

Notons p s la projection de k[[x\, . . . ,x n ]\ dans k[[x\, . . . ,x n ]]/m s . Puisque 
V est de dimension finie, le morphisme 

p s oi:V ->■ k[[xi,...,x n ]]/m s 

est egalement injectif pour s assez grand. Un element f de V s'annule n 
fois sur D si et seulement si i(f) est divisible par x r {. Toujours pour s assez 
grand, / s'annule n fois sur D si et seulement si p s o i(f) est un multiple de 

x l ■ 

Pour q > 0, notons f q la restriction du morphisme / a Spec k[t]/t q : 

f q : Speck[t]/t q -»G(n,V) 

L'image inverse par 

f q xld: Spec k[t]/t q x V -> G(n, V) x V 
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du fibre universel au dessus de G(n, V) est un sous-fibre F q de rang n 
de Spec k[t]/t g x V. Expliquons comment associer un ideal I(s q ,s) de 
k[[xi, . . . ,x n ]]/m s <8> k[t]/t q a une section s q de F q . 

Toute section s q de F q est aussi une section de Spec k[t]/t q x V, et est definie 
par un morphisme de Spec k[t]/t q dans V . Par composition a droite avec le 
morphisme p s o i, la section s q definit un morphisme f(s q , s): 

f(s q ,s) : Speck[t]/t q -» A;[[xi, . . . , x n ]]/m s . 

II existe un ferme U de fc[[a?i, . . . , x n ]]/m s x Spec k[[xi, . . . , £ n ]]/m s dont la 
fibre au dessus d'un point / est le sous-schema de Spec k[[x\, . . . ,x n ]]/m s 
defini par l'ideal (/). L'image inverse de U par f(s q ,s) x Id est un ferme 
U(s q ,s) de Spec k[t]/t q x Spec k[[x±, . . . , x n ]]/m s . On note I(s q ,s) l'ideal 
de k[t]/t q <g) k[[xi, . . . ,x n ]]/m s definissant U(s q ,s). 

La signification geometrique de I(s q , s) est la suivante. La section s q definit 
une famille de diviseurs de X parametree par Spec k[t]/t q , done un sous- 
schema Z de Spec k[t]/t q x X. La trace de Z sur 

Spec k[t]/t q x Spec k[[xi, . . . ,x n ]]/m s 

est un sous-schema defini par l'ideal I(s q ,s). 

Le comportement par restriction des ideaux I(s g , s) est agreable: si p, q, s, u 
sont quatre entiers avec q > p, s > u, et si s p est la restriction de s q au 
dessus de Spec k[t]/t p , alors I(s p ,u) = r q p(I(s q , s)). 

Pour montrer le theoreme, il nous faut voir (**) que pour toute section si 
de Fi au dessus du point ferme et pour tout entier s assez grand, I(s\, s) C 

^.r jS{E,n 1 ,...,n r ) 

Toute section s\ de F\ au dessus du point ferme est la restriction d'une 
section s ni de F ni au dessus de Spec k[t]/t ni . Notons s Hi la restriction de 
s ni a Spec k[t]/t ni . 

Montrons la proposition (*) suivante, qui impliquera facilement (**) et done 
le theoreme |14|: pour s assez grand, l'ideal I(s ni , s) est inclus dans un ideal 
x\.M(rii, s), oh pour tout p < ni et u < s, r^ p M(rii, s) est un ideal d'escalier 
S(E,m, . . . ,7ij). 

On precede par recurrence sur i. 

Pour i = 1, on peut dire informellement que s ni est une famille de sections 
de F parametree par un temps t dans Spec k[t]/t ni , et que cette famille de 
sections s'annule "a tout instant t sur le translate par t dans la direction x\ 
du schema X^^E)" . Plus rigoureusement, on a l'inclusion 

I(s ni ,s) C J(E,m,s) (2) 

De plus, J(E,ni,s) est un ideal d'escalier E de k[[x\, . . . , x n ]]/m s (g) k[t]/t q 
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d'apres la proposition ||, done 

J(E,m,s) C I Tr{E ' ni) (3) 

Pour s assez grand, les inclusions (||) et (Q) montrent que s ni definit une 
famille de sections de F s'annulant a tout instant sur Z ni . Done, par hy- 
pothese, e'est egalement une famille de sections s'annulant sur D. Remar- 
quons qu'a priori, l'hypothese dit qu'une section de F qui s'annule sur Z ni 
s'annule sur D mais ne dit rien pour les families de sections. Cependant, 
si on note W ni le lieu schematique dans V forme par les sections de F qui 
s'annulent sur Z ni et Wd le lieu schematique forme par les sections qui 
s'annulent sur D, W ni et Wd sont reduits car ce sont des espaces vecto- 
riels. En particulier, l'inclusion ensembliste de W ni dans Wd, verifiee par 
hypothese, implique l'inclusion schematique. Les families de sections de F 
parametrees par une base B et s'annulant sur Z ni correspondent aux mor- 
phismes de B dans W ni , qui sont aussi des morphismes de B dans Wd- Les 
families de sections s'annulant sur Z ni s'annulent done sur D. 

Puisque s ni est une famille de sections de F s'annulant sur D, tout element 
e de J(s ni ,s) est divisible par x\\ e = x±.f, et d'apres la relation ||, 
/ € (J(E,ni, s) : xi), ce qui s'eerit aussi 

I(s ni ,s) C x 1 .(J(E,n 1 ,s) : xi) 

Posons M(ni,s) := (J(E, ni,s) : x{). Puisque J(E,m,s) est un ideal 
d'escalier E et par definition des ideaux d'escaliers E, pour tout p < n\ et 
u < s, r*" p (M(ni, s)) = r^" ( J(E, m, s) : x{) est bien un ideal d'escalier 
S{E,n\). La proposition (*) est vraie pour i = 1. 

Supposons (*) vraie au rang q — 1. L'inclusion 

I(s n 1: s + q) C x^ 1 .M(n 9 _i,s + q) 



est verifiee pour s assez grand et implique par la restriction r nq _ inq 



(s+q)(s+q-l) 
n q -in q 

I(s nq ,s + q - 1) C xl\ri s +£ s q + ^M(n g ^, s + q) (4) 



Puisque rn q + _ q ^n S q +q ^ M(n q -i, s + q) est un ideal d'escalier S(E, n\, . . . , n ? _i) 
de k[[ Xl ,...,x n ]}/m s ® k[t]/t n ", il est inclus dans jT{S{E,n 1 ,...,n 9 -x) t n q ) _ 
jT(B,n g )_ p Qur 

s assez grand, l'inclusion (Q) montre alors que s n est une 
famille de sections de F s'annulant sur (q — 1)D + Z n , ce qui par hypothese 
est aussi une famille de sections de F s'annulant sur qD. Tout element e de 
I(s n , s + q — 1) est done un multiple de a^: 

e = x?./. (5) 

Par l'inclusion (Q), e s'eerit aussi 
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ou g est dans r„ ? _^„, 9 M(n q _i, s + q). On en deduit l'egalite 

*V (.9 ~ xif) = 

Puisque le noyau de la multiplication par xf* 1 dans k[[x±, . . . , £ n ]]/m IJ+ ' s ~ 1 (8> 
/c[i]/t n< ' est inclus dans m s , on a done 

r n q ,n q ' {f)- x l = r n q ,n q ' (fiO- 

Le terme r^^~ ' s (g) est dans 

<C >S ° ^?£ +9_1) ^K-i, - + = r C-i"9 M ( n 9- i,s + 9) 

d'ou 

L 'image de l'egalite (||) par r%^^ ' s montre alors que 

I(s nq ,s)cxl.(r s n +«f ng M(n q -i,s + q) : x x ). 

Posons M(n q , s) = ( rn q 5'in q M(n g -i, s + q) : x\ ). On a bien I(s nq ,s) qui est 
inclus dans l'ideal x\.M(n q , s). II reste a voir que pour tout p < n q et u < s, 
r™ p M(n q , s) est un ideal d'escalier S(E, in, . . . , n q ). Ce qui est vrai car 
r™ p M(n q , s) = r™ p ( r s n + q q [ s nq M(n q ^ s + q) : x x ) et r£_%,Af(n 9 _i, s + q) 
est un ideal d'escalier S(E,n\, . . . , n g _i) de . . . ,x n ]] (g> /c[t]/t" g . 

La demonstration de la recurrence est terminee. Deduisons maintenant (**) 
de la proposition (*), ce qui achevera la demonstration du theoreme [14]. 

Si n r ytz l ; la proposition (*) appliquee a i = r dit que I(s nr ,s + 1) est 
inclus dans un ideal produit x\.M(n r ,s + 1). L'image de cette inclusion 
par l'application de restriction r^ s ~J^ a donne I(si,s) C x \.I s ^ E ' ni '"' ,nr ^ car 
la restriction de M(n r ,s + 1) est J s ( E > n i!— > n r) p ar definition de M(n r ,s + 
1) et des ideaux d'escalier S(E, m, . . . , n r ). La proposition (**) est done 
demontree pour n r ^ 1. 

Si n r = 1, la proposition (*) appliquee a i = r — 1 dit que I(s rir _ 1 , s + r + 1) 
est inclus dans un ideal x^~ 1 .M(n r _i, s + r + 1). L'image de cette inclusion 
par l'application de restriction r ^ +r ^ 1 ^ s+r ^ est 

1(8!, 8 + r)C x r-ljS(E,ni,...,n r -i)_ (g) 

Puisque jS(E,ni,...,n r - 1) jT{E,i) ^ Qn a egalement l'inclusion I(si,s + r) C 
x r-i jT(e,i)^ ce s ig n ifi e pour s assez grand que si est section de F qui 
s'annule sur (r — 1)D + Z\. Par hypothese, s\ est alors une section de F qui 
s'annule sur rD. Tout element e de I(s\, s + r) est done divisible par xj: 

e = (7) 
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Cette egalite, la relation (||), et le fait que le noyau de la multiplication par 
x r -^ 1 dans /c[[xi, . . . , x ri ]]/m s+r soit inclus dans XYl s+1 montrent que 

r s n r ' S+ \f) G (I s ^'-' n ^ : Xl ) = I S ( E ^-^) + 
Cette appartenance et la relation (0) donnent finalement 

I{ Sl ,s) C x rjS(E,ni,-,nr)_ 

La demonstration de (**) est terminee. 

■ 
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